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1.1 Résolution numérique de I’équation de la chaleur 2D par
une méthode implicite

1.1.1 Discrétisation en temps

Considérons I’équation de la chaleur en deux dimensions

% CAG=0, Vx=(r,y)€Q=[0,1]x[0,H/(2L)], Y0 <t<tmw (L1

qui satisfait les conditions aux limites (n désigne le vecteur normal a la frontiere I' = 02, dirigé
vers I’extérieur du domaine) :

0=0p(x)=(Ty—T.)/T. surT''(z=0) (condition de Dirichlet)
g_z =0 sur I'?(y = 0) (condition de Neumann)
g_z =0 sur I3 (z = 1) (condition de Neumann) (1.2)
g—z + <h;€L) =0 sur I'(y = H/(2L)) (condition de Robin)
—

et la condition initiale (¢ = 0)
0(z,y,0) = 0°(x) = 0. (1.3)

Notons 6™ (x) la valeur de ¢ calculée au point x € et a I’instant ndt¢. Pour la discrétisation en
temps, nous allons utiliser un schéma d’Euler implicite, plus robuste et moins restrictif que le
schéma explicite utilisé au paragraphe ??). L’équation (I.I)) discrétisée en temps s’écrit :

1
SO 0" = A =0, Vx e Q. (1.4)
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1.1.2 Formulation variationnelle
Pour approcher I’équation en espace nous allons utiliser une forme équivalente, dite variationnelle.

Pour plus de généralité, notons
2ur =1 (Neumann), TI'*=T%(Robin)

I'' = T'P (Dirichlet),

et introduisons les espaces fonctionnels suivants :
ov Ov

1 _ 2 .27 2 2

H'(Q) = {vel*(Q) : ax’ayEL(Q)}

Pv  0*v 0%
H2(Q) = HY(Q) : —, ——, — € L*( (1.5)
(@) = {ve Q) : G g0 55 € L)
V(Q) = {ve H(Q) : v|pp = 0}.

Q — IR de carrés intégrables. Si A9"™! € L*(2), nous

avec L*(Q) I’espace des fonctions v
pouvons multiplier I’équation (1.4) par une fonction test v(x) € V() et appliquer ensuite la
(1.6)

formule de Green
/[VUVQ—H)AQ] dxdy = / S_HU d,
Q r on
pour obtenir :

aen—l—l a n+1 aen—l—l
— d — d — d
won o~ o VT ean VY

=0 R:,—/O 7&_ ;_/n+1

1
/[—(0"+1—0")U+V0"+1VU] dxdy =
Lot
Le probléme initial décrit par les équations (I.I) et les conditions aux limites (1.2)) est remplacé

par la formulation variationnelle équivalente :
trouver 0" (x) € H'(Q), vérifiant 6"t (x) = 0p, Vx € I'P, et tel que

Ji5

" vdy =0, YveV(Q). (1.7)

(0" — ™) + VO Vo] dady + /
'R

La formulation variationnelle est équivalente au probléme initial si la condi-
tion de régularité 6"+ (x) € H?(Q) est vérifiée, ou encore, la condition moins

restrictive : 0" (x) € H'(Q) et A9" € L*(Q) (voir [?], chapitre 5).

Q Remarque 1.1
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1.1.3 Discrétisation en espace par éléments finis P!

Le domaine €2 (ici carré) est découpé en n; éléments (finis)
triangulaires 7,k = 1,...,n,. La famille des triangles T}
forme une triangulation 7;, indexée par le paramétre h,
la longueur du plus grand des cOtés de tous les triangles.
Si I’on définit le fermé @, = U}, T}, nous observons que
Q, = QUT si, et seulement, si I" est une frontiere polygonale.

La construction de la triangulation 7, doit respecter (par
définition) quelques régles :

les triangles sont d’aire non-nulle;

deux triangles voisins peuvent avoir en commun, soit un
sommet, soit un coté entier ;

les sommets définissant I';, = 02, doivent étre situés sur I";
les coins de 2 (quand ils existent) sont des sommets de tri-
angles.

Les sommets ¢ = 1,...,n, des triangles T, sont les som-
mets de la triangulation. Ils vont également servir comme
nceuds du maillage (i.e. les points ou la solution numérique
sera calculée), car nous allons utiliser des éléments finis P*
(polyndmes de degré < 1).

Ce type d’éléments finis est caractérisé par I’utilisation comme espace d’approximation de
Hy = {v e C°,) : YT} € Tp,v|r, € PH(T})}, (1.8)

I’espace des fonctions continues, affines sur chaque triangle de la triangulation. L’espace V' des
fonctions test sera naturellement remplacé par I’espace de dimension finie

Vi, = {’U € H, /U‘Fﬁ) = O} (19)

Pour avoir V}, C V/, il faut que Q2 soit polygonal de maniére a pouvoir le re-
couvrir exactement avec une triangulation. Dans la pratique, on peut montrer
que la théorie est encore valide tant que la distance entre la frontiére continue
et la frontiére discreéte est de I’ordre de A2,

Plus concrétement, comment caractériser les fonctions ¢ € Hj,? Enongons quelques propriétés
intéressantes d’un point de vue pratigue.

Proposition 1.1 Les fonctions de H, sont entierement déterminées par leurs valeurs aux sommets
de la triangulation.



Effectivement, considérons le triangle 7}, défini par les co-

ordonnées des ses sommets ¢°,¢',¢*> € IR? et les valeurs

q 0" = ¢(q¢"),i = 0,1,2 (la numérotation «locale» des som-
mets suit toujours le sens trigonométrique). Par définition, ¢
est affine sur le triangle T}, donc elle s’écrit sous la forme

o(x) = ax + Py + v, Vx € Ty. (1.10)

Les constantes réelles «, (3, v sont déterminées en particulari-

sant cette relation pour les sommets du triangle. Nous obtenons

le systéme linéaire suivant :

4@ q 1 a @’
a g 1 Bl=1¢"1, (1.11)
@ g 1 v 0’

qui a une solution unique si, et seulement si, son déterminant est non-nul. Mais, le déterminant du

systeme est égal a 2|7y|, avec |1}

Q Remarque 1.3

I’aire du triangle (non-nulle par définition).

Le gradient de ¢ sur le triangle T}, est constant et ses composantes peuvent
étre calculées directement de (I.10) et (T.11) :

0 0 0 0
w—(c“) N U Db S PO 1 b
) CTAm| S ) PTAmI| Y
Y T
(1.12)

Il faut savoir qu’en pratique, on n’utilise jamais I’écriture de la fonction ¢ € P! sous la forme
(1.10), mais plutét I’expression utilisant les coordonnées barycentriques.

© Definition 1.1

Q Remarque 1.4

Les coordonnées barycentriques d’un point x € IR? par rapport au triangle
T, de sommets ¢°,¢',¢*> € IR?, sont les nombres réels {\o, A, A2}, solution
unique du systéme :

{ x = Ao¢” + Mg + Xag? (1.13)

A+A+A=1

Les coordonnées barycentriques sont des fonctions \;(x) vérifiant \;(¢) =
d;; (1 si i =7, 0 sinon).

D’un point de vue pratique, I’introduction des coordonnées barycentriques nous permet :

e de vérifier si x € IR?, quelconque, est dans le triangle 7}, ;
Effectivement, on peut calculer les coordonnées barycentriques de x par rapport au triangle 75,
en résolvant le systéme de trois équations (1.13) ; si la solution { g, A1, \2)} Vérifie 0 < \; <
1, Vi =0,1,2, le point x appartient au triangle 7} ;

e de définir une fonction ¢ € P'(T}) par I’expression (obtenue directement de [1.13) :

p(x) = M%) 9(q") + Mi(x) (g") + Aa(x) (q?). (1.14)
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En fait, la proposition (1.1) a deux conséquences directes importantes :

e la premiere indique la continuité des fonctions P! a I’interface [¢', ¢’] entre deux triangles -
effectivement, si x € [¢*, ¢’], nous pouvons écrire que

Xx=A'+ (1= Mg = p(x) = Ap(q") + (1 = N)p(¢’),

et cette relation est valable pour les deux triangles;
¢ ladeuxieme conséquence donne le nombre de degrés de liberté disponibles pour la représentation
discréte d’une fonction P! sur une triangulation donnée.

Proposition 1.2 La dimension de I’espace H), est égale au nombre de sommets n,, de la triangu-
lation.

Puisque la dimension de I’espace H), est exactement n,, il est
naturel de choisir comme base de H;, les fonctions chapeaux
w',i=1,...,n, avec la propriété

w' € Hy,, w'(¢’)=0d; (1sii=yj, 0sinon). (1.15)

A partir de (I.I5) et (I.I4), nous pouvons établir une liaison directe entre les
fonctions de base P! et les coordonnées barycentriques sur le triangle T3, a
savoir

w'(x) = \(x), Vx €Ty, Vi=0,1,2. (1.16)

Que peut-on dire de I’espace V}, ? Le nombre de degrés de liberté pour la représentation d’une
fonction v € V}, est restreint par la condition v[th = 0, et, par conséquent, la dimension de V}, sera
ny — ng, 0U ng est le nombre de sommets de la triangulation situés sur I'”. Une base de 1/}, sera
constituée par les fonctions chapeaux définies sur I’ensemble des points de la triangulation, sauf
ceux appartenant a I'?.

Pour finir cette section, calculons Vw?. Suivant (I.12), Vw! #
0 sur un triangle 7}, si, et seulement si, ¢* est un sommet de ce
triangle. Si ¢* est le sommet 0 du triangle 7}, les composantes
dZ (o, B) de V' seront :

Qo
1

o]
—

i

1 2 1 2
qy B qy d; — 4,
= = — ) 1.17

N\

Cette relation nous permet d’interpréter géométriqguement Vuw*
1 comme le vecteur orthogonal a (¢* — ¢*), pointant vers le som-
- met ¢, et de longueur I’inverse de la hauteur du triangle :

(" — )+
2|1y

Vu'ly, = Hj = (1.18)
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1.1.4 Formulation variationnelle discréete

Avec les espaces d’approximation introduits précédemment, la formulation variationnelle (1.7)

devient : trouver 077 (x) € Hy, vérifiant 07" (¢/) = 0p(¢’), V¢’ € T'P, et tel que
1
/Q [E(eg“ — 0 + VO] dody + /F i O vdy =0, YueV. (1.19)
h

h

Si | désigne I’ensemble des indices des sommets qui ne sont pas sur I'? (en nombre de n,, — ny) et
J I’ensemble des indices des sommets de I'2 (en nombre de ny), la solution ,, € Hj, sera cherchée
sous la forme (décomposition suivant les fonctions de base) :

0 (x) = Z 0w (x) + Z Op(¢")w'(x), Vn, (1.20)
i€l 1€J
ol ¢* € R? est le i-me sommet, 67 la valeur de 67 en ce sommet.
La formulation variationnelle discréte (1.19) étant linéaire par rapporta v € V;, il suffit de prendre

successivement v = w’, j € I (fonctions de base de V},) pour s’assurer que I’équation est vérifiée
pour tout v € V;,. Nous obtenons le probléme discret suivant :

1 o
> =0 -6 / ww! dedy  + (1.21)
— Ot Q
el h
Z 0?“/ Vuw' - Vuw! dvdy + Z GD(qi)/ Vuw' - Vuw! dedy +
iel Qn icJ Qp,
Z 0?“/ cw'w’ dy + Z GD(qi)/ cww’dy = 0, VjeEl,
il s icJ s

qui va nous permettre de calculer les (n,, — n4) inconnues 67+ i € I par I’inversion d’un systéme
linéaire.
Remarquons que I’écriture (et ensuite, la programmation) du probléme discret est largement sim-

plifiée si on considére le systéme augmenté par les n, équations qui imposent les conditions de
Dirichlet

0 =0p(q"), i€ (1.22)
Avec cette astuce, la formulation (1.21)) s’écrit maintenant :
1 o

P (AR / ww? dedy  + (1.23)
‘ ot Q
eluJ h

Z ot [ V' Vul dedy +

ieluJ n

Z (9?“/ cww' dy = 0, Vjel,
ielUJ oy

ou également :

1 L
Z [E/Qhwwjdxdy—l—

ielUJ

Vuw' - V! dedy + /

R
1_‘h,

cw'w? d”y] s (1.24)

Qh,

1 o
= Z la/ w’w]dxdy} 0r, Vjel.

= Qn
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Les équations (1.24) et (1.22) forment un systéme linéaire de dimension n,, qui s’écrit sous la
forme générique
A(l,l,c) @n—f—l _ A(I,0,0) @n7 (125)

ol © est le vecteur solution, de dimension n,,, et A®%2r) la matrice de taille n, x n, qui dépend
de trois fonctions «, 3, o définies sur la triangulation 7, :

1

= —/ aww! dedy +
Qp,

Alebar) _
b ot

ﬁVwi-ijdxdy+/ apww! dy, jel, iel(l.26)

Qh, F;?

Aﬁﬁ,@m) =6 jeJ iel(@LRT)

La formulation (1.26) est beaucoup plus générale et permet de traiter, par
exemple, le cas d’une conductivité variable dans le domaine de calcul (5 =

Q Remarque 1.6 | 3(x)) ou d’un coefficient surfacique de transfert thermique variable (a«r =
ar(x)). Dans notre cas (équation [1.ZD)), les trois fonctions «, 3, ar sont
constantes, ce qui simplifie le calcul des intégrales.

Dans la section suivante nous allons développer un algorithme numérique efficace pour la résolution

du systeme (L.25).

1.2 Algorithme de résolution

1.2.1 Calcul des intégrales élémentaires

Les intégrales intervenant dans (1.26) seront naturellement décomposées comme une somme d’intégrales
élémentaires sur les triangles du maillage 7;,. Si T}, est un triangle défini par les sommets ¢°, ¢, ¢ €
IR?, nous pouvons utiliser les formules de quadrature suivantes :

¢ +q' + ¢

Foxidady = (1ilf (4
Tk

) (exacte pour f € PPp8)
[ sy = B2 (16%) + 7(a') + £07)] (exacte pour 1 € R2p9)

f(x)dzdy ~ ﬂ;’“’ {f (qo—gql) +f (#) +f (QQ;QO)} (exacte pour f € PEB0)
Tk

A partir de ces formules générales, évaluons les intégrales élémentaires correspondant & (I.26) :
e pour la premiére, nous utilisons les propriétés des fonctions de base w* et nous appliquons (1.30),
car w'w’ € P?:

o . o
/ wzw] dxdy — ?7 q 7qj S Tk?? 1= j (131)
Ty,

T o ) )
Ta Q7qj€Tk7Z7éj'



Pour la méme intégrale nous pouvons appliquer une formule plus générale donnée dans [?] :

2|Ty|m!n! p!

1.32
(24+m+n+p)’ (1.32)

/T (o)™ ()" (Aa)? () didy =

en tenant compte de la liaison entre les coordonnées barycentriques et les fonctions de base
(équation .16l dans le cas des éléments finis P1).
e pour la deuxiéme intégrale, nous utilisons le fait que de Vw? € PP et que son expression est

donnée par (T.18) :

N 0, ¢,¢ £T,
/ V' Vo drdy = o e (1.33)
Tk ‘Tk’ (HllgaHl‘Z;)a qz’q] S Tk7

ol (.,.) est le produit scalaire euclidien de IR?.
e pour I’intégrale sur la frontiére T'7* on doit faire appel aux formules de quadrature 1D, comme la
formule de Simpson (exacte pour les polyndmes de degré 2) :

/ ' foyin = 020 [f(a) 4 (“ . b) ' f(b)]

et nous obtenons ;

¢ — ¢

sii#jetlg,¢] €Ty,

6 Y
/rg 4 3q |+|q 3q |, sii=jetq eI},
0,

autrement.

Nous avons noté par ¢+ et ¢~ les sommets de la frontiére T'; entourant le point ¢* lui apparte-
nant.

Le calcul de I’intégrale de bord sur I'}f nécessite I’identification des arétes du
bord qui, de plus, doivent étre ordonnées pour pouvoir appliquer la formule
(@.34). Une méthode rapide pour la construction du tableau des arétes appar-
tenant a I'}* sera donnée dans le paragraphe ??.

Q Remarque 1.7

1.2.2 Reésolution par gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué, exposée et implémentée dans le paragraphe ??, offre un moyen
rapide et efficace pour la résolution du systeme (1.25). Nous rappelons que la méthode offre la
possibilité d’éviter le stockage de la matrice du systéme, a partir du moment ou I’on sait évaluer
le produit matrice-vecteur. Qui plus est, le calcul du produit A(%27) ©, avec © € IR™, peut étre
optimisé suivant la procédure d’assemblage expliquée par la suite.

Soient
X;= Y Alyene, el (1.35)
ieluJ
les composantes du vecteur résultat. Elles seront construites en additionnant les contributions des
trois intégrales de la formule (1.24)), dont la premiére s’écrit :
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> / aw'w? dzdy] 0;. (1.36)
Ty,

TweTy

1 _ 1 i, j
X' = Z [&/Q aw'w’ dxdy} 0; = [
1elUuJ h 1elUuJ

A j fixé, la formule élémentaire (I.3I) va donner des contributions non-nulles seulement si ¢/ et
q" sont les sommets d’un méme triangle. Nous pouvons donc écrire :

XM =5 Z g |Tk (205 + 04 + 04+) , (1.37)

¢ ETy
ol a est la restriction de la fonction « au triangle 7}, et ¢7, ¢+, ¢+ sont les trois sommets du
triangle 7. A partir de cette formule il peut paraitre «naturel» de calculer les composantes X](” en
faisant une boucle suivant j € I et de chercher tous les triangles qui ont 5 comme sommet. Mais
ce type de programmation (O(n, - n;) opérations) est trop colteux et peut étre remplacé par un

algorithme plus astucieux (O(n;) opérations) :
Algorithme d’assemblage pour le produit matrice-vecteur :

boucle sur les triangles T}, € 7,
identification des sommets j, j+, j + -+ du triangle 7%

Algorithme 1.1 = O(;—f %
sij el X[j] += ax (2%0[)] +0[j+] +0[7 + +])
si(j+)el X[+  += ax 2x0+] [ ++] +0[j])
si(j++)el X[++] += ax (2%0[++] +0[)] +0[5+])

fin boucle sur les triangles

L’astuce consiste a balayer tous les triangles et a rajouter chaque fois la contribution des sommets
du triangle & la bonne composante du vecteur X () 1

En utilisant le méme algorithme, les deux autres contributions seront rajoutées a partir des expres-
sions :
e pour tout 7}, € 7;, de numéro de sommets j, j+, j + +, on rajoute si les sommets €

X(Q) [j] + = 5K : |Tk:‘ [(Hliv Hljc) Qj + (Hli—’—?Hli) Qj-f- + (HIZ—H_v Hljc) 0j++} )
XU+ + =B [Tel [(HL, HLY) 05+ (HLT HI) 6,0 + (HL HT) 6,44]
XOU++] 4 =B - [Tl [(HL, H )0, + (HI HI) 050+ (HU HIT) 0544]

(1.38)
e pour toute aréte [¢’, ¢’*] € T'E, on rajoute si les sommets € 1
. ¢ — ¢t
XL +=ag- % [20; + 0;+],
(1.39)

J— git
X(3)[j+] +:OéR.‘C]7q|[

0,4+ 20,4].

Nous disposons maintenant de tous les développements théoriques pour créer une classe virtuelle
qui va calculer le produit matrice vecteur (voir le paragraphe ??) et qui sera utilisée par la fonction
GradienConjugue (listing ??) sans avoir besoin de la modifier !
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Avant d’appliquer la méthode du gradient conjugué, il nous reste un détail technique a expliquer.
Nous avons vu que cette méthode itérative converge si la matrice du systéme et symétrique et
définie positive, ce qui n’est pas le cas de notre matrice A (équation [1.26)), évidemment non-
symétrique !

Nous allons pourtant appliquer le gradient conjugué, mais avec une petite astuce de calcul. Ecrivons,
pour formaliser I’exposé, notre systeme linéaire sous la forme :

AX =B,

avec A € R™*™ et X, B € IR™. En supposant que les sommets appartenant a I'? correspondent
aux dernieres ny composantes du vecteur X', nous pouvons écrire ce systéme par blocs :

A Ar X | | B

0 Id Xr| | Xr |’
ol A € R —nrax(me=na) st donnée par I’équation (I.26) appliquée pour j,i € I et Ay €
R —ma)*na par |]a méme formule pour j € I,i € J. La matrice identité de taille n, x ng est

notée par Id.

Le vecteur X e IR™ ") correspond aux vraies inconnues du probléme et X e IR™ aux valeurs
imposées par la condition de Dirichlet. Avec ces notations, le vrai probléme a résoudre est :

AX = B — ArXr = B, (1.40)

ou la matrice A est symétrique et définie positive (cf. [?], chapitre V). Nous pouvons donc appli-
quer la méthode du gradient conjugué pour résoudre ce probleme. Par conséquent, nous utiliserons
I’algorithme ??, mais, et I’astuce intervient a ce point, avec un choix particulier des matrices et
des vecteurs qui constituent les données d’entrée de I’algorithme. En choisissant d’injecter dans
I’algorithme :

la matrice du systéme, le second membre et la valeur initiale

* A AF * B- 0) _ X(O)
A_|:O 0}’ B_{O_’ A= Xr |’

nous obtenons le gradient pour la premiére itération :

Aﬂm+m%}—3'_{AX@—B*}_{G@}
0 - 0 - '

szmx@—ﬁ:[

Regardons maintenant le produit

0
ago — [ ACY

0

qui intervient dans les calculs. Nous observons que la matrice Ar n’a aucune contribution. En

suivant I’algorithme, nous obtenons que G = G et H® = H® pour les (n, —n,) composantes

et GO = H® = 0 pour les derniéres n, composantes (évidemment, la solution étant constante

pour ces points, la variation de la fonctionnelle énergie ?? suivant les directions correspondantes

sera nulle). Par conséquent, I’algorithme retourne, a la convergence, le vecteur

5]

avec X solution de (1.40).
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