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Résuḿe –L’ écoulement gazeux géńeŕe pendant la phase d’injection dans une chambre de combus-
tion estétudíe th́eoriquement et nuḿeriquement. Un nouveau code de calcul aét́e d́evelopṕe pour
la résolution deśequations de Navier-Stokes 3D en coordonnées cylindriques, avec l’hypothèse
d’un écoulement ŕeactif à faible nombre de Mach. L’étude pŕesente en d́etail les caract́eristiques
(circulation, impulsion, distribution de vorticité) du tourbillon de t̂ete en fonction du rapport de
temṕeratures entre le jet et le fluide ambiant.

Nomenclature
T temṕerature (r, θ, z) coordonńees cylindriques indices v vortex
ρ masse volumique t temps adimensionné j jet
α rapportTj/Ta ω vorticité a milieu ambiant

1 Introduction
L’injection de carburant dans un moteurà injection directe s’effectue par un injecteur produisant
un jet de gouttes. La modélisation du spray ainsi forḿe constitue une composante essentielle des
codes industriels simulant la combustion dans ce type de moteurs. Le succès d’un tel mod̀ele est
conditionńe par le calcul correct de l’écoulement de la phase gazeuse et, en particulier, par la
prédiction des caractéristiques du tourbillon de tête qui se forme pendant l’injection.

Dans la pŕesentéetude, nous considérons l’́ecoulement obtenu par l’injection de gaz (à temṕerature
Tj) dans un milieu au repos (à temṕeratureTa). Ce type d’́ecoulement a comme caractéristique
universelle (ind́ependante de la vitesse d’injection) la formation d’un tourbillon de tête (anneau
de vorticit́e ouvortex ringen anglais). L’anneau de vorticité constitue uńecoulement fondamen-
tal de la Ḿecanique des fluides, analysé th́eoriquement dans les ouvrages de référence (pour un
article de synth̀ese ŕecent sur le sujet, voir [9]). Paradoxalement, malgré l’intér̂et pratique, peu de
résultats existent dans la littérature sur l’influence du rapportα = Tj/Ta sur les caractéristiques
du tourbillon (distribution de vorticit́e, impulsion, trajectoire, etc.). Nous aborderons ce sujet d’un
point de vue th́eorique et nuḿerique.

L’ écoulement consid́eŕe étant laminaire (faibles vitesses d’injection et faibles nombres de Mach),
il est accessiblèa la simulation nuḿerique directe (DNS). L’utilisation d’un code Navier-Stokes
compressible pour ce type d’écoulement pose le problème de la ŕesolution des ondes acoustiques ;
en th́eorie, un pas de temps infiniment petit est nécessaire dans la limiteM → 0. Une approche
intermédiaire entre la formulation compressible et celle incompressible deséquations de Navier-
Stokes est l’approximatioǹa faible nombre de Machpropośee par Majda et Sethian [5]. L’idée
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géńerale est d’́eliminer les ondes acoustiques tout en gardant les ondes d’entropie et de vorticité
et en tenant ainsi compte des variations de la masse volumique (dueà la chaleur produite par les
réactions chimiques, par exemple). Plusieurs approches de ce type existent dans la littérature (voir,
par exemple, [4], [5], [1]).

Le formalisme math́ematique de l’approximatioǹa faible nombre de Mach est présent́e d’abord.
Nous d́ecrivons ensuite l’algorithme et le schéma nuḿerique d́evelopṕes. Les ŕesultats sur l’anneau
tourbillonnaireà masse volumique variable (α 6= 1) sont analyśes qualitativement et quantitative-
ment et compaŕes au casα = 1, bien documenté dans la litt́erature.

2 Équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach
L’ écoulement d’un jet visqueuxà masse volumique variable sera décrit par leśequations de Navier-
Stokes (N-S) instationnaires, dérivées dans l’approximatioǹa faible nombre de Mach. Le point
de d́epart pour les d́eveloppements analytiques est constitué par leséquations de N-S compres-
sibles,écrites sous forme adimensionnelle. Les paramètres de similitude mis eńevidence sont les
nombres de Reynolds, Mach, Prandtl et Schmidt, respectivement, définis par rapport aux grandeurs
(identifiées par l’indicej) caract́erisant l’injection :

Re = ρjVjDj/µj , M = Vj/
√

γrTj , P r = µjCp/λj , Sc = µj/ρjDj .

Les variables primitives sont ensuite dévelopṕees en śerie de puissances du petit paramètreε =
γM2 << 1 :

ρ = ρ0 + ερ1 + . . .

v = v0 + εv1 + . . .

T = T0 + εT1 + . . .

p =
ρT

ε
=

1
ε
ρ0T0 + ρ1T0 + ρ0T1 + . . . =

1
ε
p0 + p1 + . . .
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p

γ − 1
+ ρ

v2

2
=

1
ε
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+
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+ ρ1

v0
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+ . . .

Les termes enε−1 existent dans leśequations de quantité de mouvement et d’énergie qui s’́ecrivent
à cet ordre :

∇p0 = 0, et, respectivement,
∂p0

∂t
+ γ∇(p0~v0) =

γ

RePr
∇(µ∇T0). (1)

Une premìere simplification est obtenue : la pression thermodynamiquep0 est constante en espace.
De plus, pour leśecoulements ouverts considéŕes dans cettéetude, nous pouvons supposer que la
pressionp0 est constante en tempségalement (les fluctuations de pression dynamiquep1 sont
négligeables par rapportàp0).

Les termes enε0 permettent d’obtenir deśequations pour les variables (ρ0, ~v0, p1) identiques aux
équations de continuité et de quantit́e de mouvement originales. Nous présentons ici ceśequations
en coordonńees cylindriques,́ecrites sous la forme conservative en utilisant les variables(qθ =
vθ, qr = r · vr, qz = vz, p1) qui permettent de contourner la singularité introduite par l’axe (les
indices0 seront omis pour simplifier la notation). Le système d’́equations̀a ŕesoudre pour trouver
les inconnues (ρ, qr, qθ, qz, T, p1) est forḿe par :

• l’ équation de continuité :
∂ρ

∂t
+

1
r

(
∂ρqθ

∂θ
+

∂ρqr

∂r
+ r

∂ρqz

∂z

)
= 0 (2)

• leséquations de quantité de mouvement :
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avecτ le tenseur des contraintes visqueuses etp1 la pression dynamique.

• l’ équation de conservation de l’énergie (́ecriteà partir de (1) et en utilisant l’équation de conti-
nuité – voir aussi [1]) :

∂ρ

∂t
= −

[
qθ

r

∂ρ

∂θ
+

qr

r

∂ρ

∂r
+ qz

∂ρ

∂θ

]
− 1

T

1
RePr

[
1
r2

∂

∂θ

(
µ

∂T

∂θ

)
+

1
r

∂

∂r

(
rµ

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
µ

∂T

∂z

)] (4)

• l’ équation d’́etat :p0 = ρT = 1.

L’anneau tourbillonnaire est obtenu par un mécanisme piston-cylindre. En contrôlant le mouve-
ment du piston, le profil de vitesse axiale imposé à l’entŕee estVin(r, t) = Vj g(r) f(t), où

g(r) =
1
2

{
1 + tanh

[
1
4

Rj

Θj

(
Rj

r
− r

Rj

)]}
(5)

est le profil spatial qui approche les profils mesurés exṕerimentalement (Θj est l’épaisseur de
quantit́e de mouvement) etf(t) décrit le programme d’injection (voir [3] pour les détails). Les
variations de temṕerature et de masse volumiqueà l’entŕee sont d́ecrites par :

Tin(α, r, t) = Ta[1 + (α− 1) g(r) f(t)], ρin(α, r, t) = 1/Tin(α, r, t). (6)

Les conditions aux limites utiliśees sont : ṕeriodicit́e suivant la directionθ, une condition d’adh́erence
sur qr et de glissement sur les deux composantesqθ et qz aux frontìeres lat́erales.À la sortie on
utilise une condition non réfléchissante de type libre convection (appelée condition d’Orlanski).
Pour la masse volumiqueρ, on impose∂ρ/∂r = 0 à la frontìere lat́erale et une condition de libre
convectioǹa la sortie du domaine de calcul.

3 Méthode num érique
La méthodeà pas de temps fractionné, ǵeńeralement utiliśee pour ŕesoudre leśequations de
Navier-Stokes incompressibles, aét́e étendue pour leśequations̀a faible nombre de Mach. La
discŕetisation spatiale utilise un schéma aux diff́erences finies centrées, d’ordre deux, dans un
maillage cylindrique d́ecaĺe. Deux algorithmes ontét́e d́evelopṕes, utilisant les sch́emas temporels
suivants :

Le sch́ema explicite d’Adams-Bashforth
L’ équation (4) est intégŕee d’abord avec un schéma d’Adams-Bashforth (voir aussi [1]) :

ρn+1 − ρn

∆t
=

[
3
2
Fn − 1

2
Fn−1

]
, avec F = −~v ∇.ρ− 1

T

[
1

RePr
∇.(µ∇T )

]
, (7)

pour obtenirρn+1. Ensuite, on int̀egre leśequations de quantité de mouvement pour chaque com-
posanteqc, c = θ, r, z

ρn+1q̂c − ρnqn
c

∆t
=

[
3
2
Gn

c −
1
2
Gn−1

c − Gcp
n

]
, avec Gn = [Hn +Ac (µnqn

c )] .
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Comme notations,H désigne les termes convectifs et de couplage,Ac l’opérateur de diffusion
etGc,D,L les oṕerateurs gradient, divergence et laplacien. Le champ intermédiaireρn+1q̂c ainsi
obtenu est corriǵe par

(ρqc)n+1 − ρn+1q̂c = −∆tGcΦ, (8)

afin d’obtenir le champ(ρqc)n+1 qui vérifie l’équation de continuité (2). Cette condition imposée,
on obtient unéequation de Poisson :

LΦ =
1

∆t

[
D

(
ρn+1q̂c

)
+

(
∂ρ

∂t

)n+1
]

. (9)

qui est ŕesolue en utilisant la biblioth̀eque Fishpack.

Finalement, on ŕeactualise le champ de pression parGcp
n+1 = Gcp

n + GcΦ−
∆t

2
Ac(qn+1

c − q̂c),

ainsi que la temṕerature par la loi d’́etatTn+1 = 1/ρn+1 et la viscosit́e par la loi de Sutherland :
µn+1 =

(
Tn+1

)0.75
.

Sch́ema semi-implicite d’Adams-Bashforth/Crank-Nicolson
La différence par rapport au schéma pŕećedent vient du traitement des termes diffusifs par un
sch́ema semi-implicite de Crank-Nicolson. Leséquations de quantité de mouvement seront résolues
suivant la discŕetisation suivante :

ρn+1q̂c − ρnqn
c

∆t
=

[
3
2
Hn

c −
1
2
Hn−1

c − Gcp
n +Ac

(
µn ρn+1q̂c + ρnqn

c

2ρn+1

)]
(10)

Le syst̀eme d’́equations pour la variable∆ρq̂c = ρn+1q̂c − ρnqn
c est inverśe en utilisant une

méthode de factorisation (ou ADI).

4 Résultats
Des simulations axisyḿetriques sont effectúees pouŕetudier l’effet de la masse volumique variable
sur la formation et les caractéristiques de l’anneau tourbillonnaire géńeŕe par l’injection d’un fluide
dans une ambiance au repos. Des températures d’injection diff́erentes de celles du milieu ambiant
sont consid́eŕees : jusqu’̀aα = 3 pour le jet chaud etα = 1/3 pour le jet froid.

Re Pe Sc Rj/Θj Zmax ×Rmax nθ × nr × nz ∆t

1000 750 750 20 7× 3.5 1× 126× 240 5.10−3

Tableau 1:Param̀etres des simulations̀a faible nombre de Mach.

4.1 Champs de temp érature
Sur la figure (1-a), les champs de température sont représent́es à différents instants, pendant et
apr̀es la phase d’injection, pour un jet fluide deux fois plus chaud que le milieu ambiant. La couche
de ḿelange annulaire d́evelopṕee autour du jet chaud s’enroule pour former un tourbillon de tête
qui grandit progressivement. Après l’arr̂et de l’injection (t > 4), le fluide inject́e plus visqueux
se metà diffuser, suitèa la différence de temṕerature avec le milieu ambiant d’où la diminution
consid́erable de sa température.À partir de l’instantt = 10, on discerne une sorte de sillage qui se
développe dans l’écoulement de traı̂ne pour les deux grandeurs scalairesρ et T , provoqúe par la
couche de vorticit́e ńegative ǵeńeŕee sur le front de l’́ecoulement du jet chaud (voir aussi la figure
2). L’avancement du jet est quantifié en d́efinissant la longueur de péńetrationLp par la position
sur l’axeà laquelle la temṕerature est̀a moitíe de la valeur maximale de(Tj(t)− Ta). L’ évolution
en temps deLp est montŕee sur la figure (1-b).
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Figure 1:(a) Champs instantańes de temṕerature pourα = 2, (b) longueur de ṕeńetration du jet
fluide pour diff́erents rapports de températuresα.

4.2 Vorticit é

Les champs de vorticité sont repŕesent́es sur
la figure (2) – les zones de vorticité ńegative
sont marqúees en pointilĺes. On compare les
deux cas d’injection : fluide froid(α = 1/2),
fluide chaud(α = 2) avec l’injection de
fluide à temṕerature constante(α = 1). La
vorticité ńegative pr̀es de l’orifice pour les
trois cas correspond̀a la formation d’un tour-
billon d’arrêt, une fois l’injection stopṕee. On
distingue la pŕesence d’un filament de vorti-
cité ńegative au dessus du vortex de tête du jet
chaud, d̂u à un cisaillement plus important ;
pour le fluide froid le d́eveloppement d’une
saillie en t̂ete du vortex est observée.
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Figure 2:Champs instantańes de vorticit́e pour
α = 2 (a),α = 1 (b) , α = 1/2 (c).

Plus le tourbillon se d́eplace en avant, plus il grandit par diffusion visqueuse en absorbant une
partie de la couche cisaillée de trâıne.

4.3 Caract éristiques du vortex

La circulationΓ mesurant l’intensit́e de la spirale du vortex et l’impulsionIz décrivant la dyna-
mique du tourbillon sont expriḿees par :

Γ =
∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθdrdz, Iz = π

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ρrωθrdrdz

Pour l’écoulement à masse volumique
constante(α = 1), l’ évolution de la circula-
tion totale (Γ) et celle du tourbillon(ΓV R)
sont en tr̀es bon accord avec les mesures
exṕerimentales [2] et les résultats nuḿeriques
[10] disponibles dans la littérature (voir
figure (3)).
L’effet du rapport de temṕeratures est montré
sur la figure (4-a). Apr̀es une croissance
quasi-lińeaire pendant la phase d’injec-
tion, la circulation diminue brusquement
à t=4 (temps de fin d’injection) ; plus le
fluide inject́e est froid, plus ses valeurs sont
importantes.
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ΓVR simulation de Zhao et al.
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Figure 3:Comparaison de l’́evolution de la circula-
tion avec les ŕesultats de[2]et [10].
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La figure (4-b), montre l’́evolution
de l’impulsion hydrodynamique qui
repŕesente la quantité de mouvement
du jet ; celle-ci a unéevolution simi-
laire à celle de la circulation en fonc-
tion du rapport de temṕeratures. Ses
valeurs sont d’autant pluśelev́ees que
le fluide inject́e est plus froid (plus
dense). Comme l’impulsion dépend ex-
plicitement de la masse du fluide, l’in-
fluence du rapportα est plus marqúee.
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Figure 4:Évolutions de la circulation(a) et de l’impul-
sion du vortex(b).

La cinématique du vortex est décrite en
déterminant le centroı̈de de l’anneau de
vorticité d́efini par Helmholtz par son
rayonRv et sa position axialeZv :

Rv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0 ωθrdrdz∫ Lz

0

∫ Rmax

0 ωθdrdz

Zv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0 ωθzr2drdz∫ Lz

0

∫ Rmax

0 ωθr2drdz
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Figure 5:Évolutions du rayon(a) et de la position axiale
du vortex(b)après l’arrêt de l’injection.

Les coordonńeesRv et Zv du tourbillon, repŕesent́ees sur la figure (5), ont des valeurs qui di-
minuent avec le rapportα. Les valeurs deRv restent assez proches de la valeur du rayon du jet
(Rj = 0.5). L’ évolution de la position axiale est similaireà celle de la longueur de péńetrationLp.

5 Conclusion
Nous avons prouv́e nuḿeriquement que le rapport de températures entre le jet et le milieu ambiant
est un param̀etre important qui peut modifier les caractéristiques (distribution de vorticité, circula-
tion, impulsion) du tourbillon de tête qui se forme pendant l’injection. L’influence de ce paramètre
sur d’autres caractéristiques d’int́er̂et pratique (l’entrâınement de fluide ambiant, le détachement
du tourbillon de sońecoulement de traı̂ne) sont en cours d’étude.
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